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ABSTRACT 

The main object of this note is to prove the following generalisation of a 
theorem of Serre. A simply connected space of finite type whose rood. 2 
cohomology is nilpotent (and non-trivial) has infinitely many homotopy 
groups which are not of odd torsion. Incidentally we show that for every 
fibration F ~ E ~ B, satisfying certain mild conditions, the following holds. 
If a class x in the rood. 2 cohomology of E belongs to the kernel of i*, then 
some power of x belongs to the ideal generated by the image under p* of the 
mod. 2 reduced cohomology of B. 

O. Introduction 

En 1953 J.-P. Serre a d6montr6 le th6or6me suivant: 

Tn~OR~MF. [Se]. Soit X un espace simplement connexe dont la cohomolo- 
gie modulo 2 est de dimension finie en chaque degrd (nous dirons, pour abrdger, 
que X est de type fini en 2). On suppose: 

(a) la cohomologie H*(X; F2) est non trivia&; 
(b) les groupes Hn(X; F2) sont nuls pour tout n assez grand. 

Alors, pour une infinit~ d'entiers n, la multiplication par 2 du groupe ~tnX dans 
lui-m~me n'est pas un isomorphisme. 

I1 conjecturait alors que l'on pouvait dans l'6nonc6 pr6c6dent remplacer 
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isomorphisme par monomorphisme (en d'autres termes: pour une infinite 
d'entiers n, le groupe 7r~X contient un element non trivial d'ordre 2!). 

Cette conjecture a ere demontree en 1983 par C. McGibbon et J. Neisen- 
dorfer [GN] en utilisant le theor6me de H. R. Miller suivant: 

TH~OR~ME [Mi]. L'espace des applications point~es, du classifiant BZ/2 
du groupe Z/2, dans un CW-complexe de dimension finie, est faiblement 
contractile. 

Les auteurs ont donn6 en 1985 une autre preuve de la conjecture de Serre, 
ind6pendante du th~or6me de Miller, en montrant que la cohomologie modulo 
2 de certains espaces est localement finie comme module sur l'alg6bre de 
Steenrod. Soit A l'alg6bre de Steenrod modulo 2, rappelons qu'un A-module M 
est dit localement fini si, pour tout x darts M, le sous-A-module Ax engendre 
par x est fini. La conjecture de Serre peut etre rue  comme un corollaire du 
theor6me suivant: 

TH~ORt.M~. [LS1]. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2. 
On suppose: 

(a) la cohomologie /~*(X; F2) est non triviale; 
(b) le A-module H*(X; F2) est localement fini. 

Alors, pour une infinit~ d'entiers n, le groupe 7t, X contient un ~l~ment non 
trivial d'ordre 2. 

Dans cette note on s'interesse a une autre gen~ralisation du theoreme de 
Serre: 

THI~OR~ME 0.1. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2. On 
suppose: 

(a) la cohomologie /t*(X; F2) est non triviale; 
Co) la cohomologie /t*(X; F2) est nilpotente (tout ~l~ment de/~*(X; F2) est 

nilpotent). 
Alors, pour une infinit~ d" entiers n, la multiplication par 2 du groupe 7tnX dans 
lui-m~me n'est pas un isomorphisme. 

Remarquons qu'un tel espace ne verifie pas en genSral la conjecture de Serre 
comme le montre l'exemple du groupe spScial unitaire infini. 

On notera qu'on ne demande pas, darts la condition (b) ci-dessus, clue 
/~*(X; F2) soit "uniform~ment" nilpotente, c'est ~ dire qu'il existe un entier n 
tel que x n soit nul pour tout x clans H*(X; F2). 
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Lc theoreme 0.1 est tt comparer au suivant, obtenu en 1987 par S. Halperin, 
Y. Felix, J-M. Lemaire, et J.-C. Thomas: 

TH~OR~.M~. [HFLT]. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 

2. On suppose: 
(a) la cohomologie H*(X; F2) est non triviale: 

(b) X est un n-cOne (cette notion se d~finit par r~currence: un O-cOne est 
contractile et un n-cOne est la cofibre d'une application dans un (n - 1)- 
cone). 

Alors X n'admet pas de "d(composition de Postnikov g~n~ralis~e en 2" qui soit 

finie. 

La demonstration du Theor~me 0.1 (comme celle que nous avions donnee 
de la conjecture de Serre) utilise les operations de Steenrod qui n'apparaissent 
pas dans [HFLT]. 

On note og" la categorie des A-alg~bres instables (voir par exemple [LZ], la 
cohomologie modulo 2 d'un espace Xest le type m~me d'un objet de o~V). Soit d 
un entier, on note comme d'habitude H*((Z/2)d; F2) la cohomologie modulo 
2 du groupe (Z/2)d; H*((Z/2)d; F2) = H*(B(Z/2)d; F2) est un objet de o¢('. La 
notation Hom~r(H*(X; F2), H*((Z/2)d; F2)) designe donc l'ensemble des appli- 
cations de H*(X; F2) dans H*((Z/2)d; F2), lineaires de degre zero, compatibles 
avec produit, unite, et operations de Steenrod. Puisque H*((Z/2)d; F2) ne 
contient pas d'61~ments nilpotents non triviaux la condition (b) du Theor~me 
0. I implique la suivante: 

(c) l'ensemble Homx(H*(X; F2), H*((Z/2)d; F2)) est trivial pour tout d. 

Aussi le Theor~me 0.1 est-il consequence de la proposition suivante: 

PROPOSITION 0.2. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2. 

On suppose: 
(a) la cohomologie H*(X; F2) est non trivia&; 
(b) la multiplication par 2 du groupe rtn X dans lui-m~me est un isomor- 

phisme dds que nest  assez grand. 

Alors l'ensemble Homjr(H*(X; F2), H*((Z/2)d; F2)) est non trivial dds que d est 

assez grand. 

Signalons que la condition (b) du Theor~me 0.1 et la condition (c) ci-dessus 
sont en fair equivalentes et qu'il enest donc de m~me pour les enonces 0.1 et 
0.2. 

On donne deux demonstrations de la proposition 0.2. 
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La premiere depend du th~oreme suivant: 

THt~ORI~ME 0.3 [Lal]. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 

2. L'application naturelle: 

[B(Z/2) a, X] --- Homer (H*(X; F2), H*((Z/2)d; F2)), 

[B(Z/2)d,X] d~signant l'ensemble des classes d'homotopie d'applications de 
B(Z/2) d dans X, est une bijection. 

Lequel montre que la condition (c) est encore equivalente ~ la suivante: 

(c biN) l'ensemble [B(Z/2) d, X] est trivial pour tout d. 

Soit X un espace v~rifiant les hypotheses de la Proposition 0.2, on est donc 
ramen6 a prouver que l'ensemble [B(Z/2) d, X] est non trivial d6s que d est 

assez grand. Voici brievement comment l'on procede. Soient mle plus grand 

entier tel que la multiplication par 2 du groupe ZtmX dam lui-m6me n'est pan 
un isomorphisme et Xm le m-~me espace de la tour de Postnikov de X, on 
montre que la mille du "noyau" de l'application: 

[B(Z/2) d, K( IX, re)l--[B(Z/2) = [B(Z/2) d, X] 

devient n~gligeable devant celle de [B(Z/2) d, K(~mX, m)] quand d tend vers 
l'infinio Le lecteur familier avec [Se] constatera que notre m~thode est en fair 

assez voisine de celle de Serre. 
La deuxieme demonstration que l'on propose est une variante de la pre- 

miere. Elle consiste ~ montrer, sans avoir recours au Th~oreme 0.3, que le 
foncteur: X ~-, Homx(H*(X; F2), H*((Z/2)d; F2)) transforme, sous certaines 
hypotheses, fibrations d'espaces en suites exactes d'ensembles. Pour alleger la 
notation on pose 

Hom~.(H*(X; F2), H*((Z/2)d; F2)) ffi [B(Z/2) d, X]~. 

PROPOSITION 0.4. Soit F ~ E ~ B une fibration d'espaces (B est donc un 
espace point~). On suppose que B est connexe et que Faction de 7tlB sur 

H,(F;  F2) est nilpotente; on suppose en outre que les espaces F, E, et B sont de 

type fini en 2. Alors la suite d'ensembles: 

i ,  p .  
[B(Z/2) d, F]~. - - - '  [B(Z/2) d, E]a- ' [B(Z/2) d, B]x- 

est exacte ( le noyau de p , ,  c ' est d dire l'image r~ciproque par p ,  du point base de 
[B(Z/2) d, B]a-, est ~gale d l'image de i,). 
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On peut alors dans la d6monstration pr~c~dente remplacer le foncteur 
[B(Z/2) d, -] par le foncteur [B(Z/2) d, -]~.. 

La Proposition 0.4 q u a n t a  elle est cons6quence de l'injectivit6 de 
H*((Z/2)d; F2) dans la cat6gorie ~ (voir [LZ]) et du th60reme suivant: 

Tn~OR~M~ 0.5. Soit F ~ E ~ B une fibration v~rifiant les hypothdses 
pr~c~dentes. Alors le noyau de l'application : 

F2 ~)  H*(E; F2)~H*(F;  F2) 
1-~(B;r2) 

induite par i*, est constitud d'dldments nilpotents (H*(E, F2) est un 
H*(B; F2)-module via p* et F2 via l'augmentation de H*(B; F2)). 

La d6monstration de ce th6or~me consiste en une analyse "aux nilpotents 

pr6s" de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration F ~ E ~ B, 
analogue ~ celle effectu6e dans [Sc] pour la fibration f~X--- • ---X. 

Signalons lh encore que l'on montre que les 6nonc6s 0.4 et 0.5 sont 
6quivalents. 

Cette note a ~t6 pr~par~e alors que le second auteur s~joumait ~ l'Universit6 
de Chicago et a l'Universit6 Northwestern. I1 tient a remercier ici ees deux 
institutions pour leur soutien, pour leur accueil amical et leur atmosphere 
stimulante. 

1. D~monstration de la Proposition 0.2 i l'aide du Th~or~me 0.3 

Compte tenu du Th~or~me 0.3, la Proposition 0.2 est ~quivalente ~ la 
suivante: 

PROPOSITION 1.1. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2. 
On suppose: 

(a) la cohomologie /t*(X; F2) est non triviale; 

(b) la multiplication par 2 du groupe rtn X dans lui-m~me est un isomor- 
phisme d~s que nest assez grand. 

Alors l'ensemble [B(Z/2) d, X] est non trivial d~s que d est assez grand. 

Avant de d~montrer cette proposition commencons par rappeler quelques 
rudiments de la th6orie des fibrations. 

Soit p : E -~ B une fibration. On suppose que B est point6, on note F la fibre 

de p au-dessus du point base de Bet  i : F ~ E  l'inclusion de F clans E; on dit 
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aussi que la suite d'espaces F ~ E ~ Bes t  une fibration. On a alors, pour tout 
espace Y, les propri6t6s suivantes. 

i ,  p ,  

(1.2) La suite d'ensembles [Y, F] --- [Y, E] --* [Y, B] est exacte. 

R6p~tons que ceci signifie que le noyau de p , ,  c'est ~ dire l 'image r6ciproque 
par p ,  du point base de [Y, B], est 6gale ~ l'image de i , .  

(1.3) Le groupe [Y, fiB] agit sur l 'ensemble [Y, F]. 

(1.4) Si l 'on choisit un point base dans F,  l 'application de [Y, fiB] dans 
[Y, F], donn6e par l'action de [Y, fiB] sur le point base correspondant de 
[ Y, F], est induite par une application point6e a : f B  ---F. 

(1.5) La suite f iE  -~ f B  a F est une "fibration ~t homotopie pr6s" et 
d'apr6s (1.2), (1.3), et (1.4) 'Tensemble homog~ne" [Y, fB] /[Y,  DE] s'injecte 
dans [Y, F]. 

(1.6) La suite f F  ~ f E  ~ fiB est une fibration. Dans ce cas d'apr6s (1.2) 

la suite de groupes [Y, f F ]  ui~ [y, f E ]  a_p. [Y, f B ]  est exacte (dans le sens 

habituel). 

Venons-en maintenant ~ la d6monstration de 1.1. Soient, X satisfaisant aux 
hypotheses de la proposition, m le plus grand entier tel que la multiplication 
par 2 du groupe nm X dans lui-m6me ne soit pas un isomorphisme, et Xm le 
m-~me espace de la tour de Postnikov de X. On remarque tout d 'abord que 
l'application: [B(Z/2) d, X] --, [B(Z/2) d, Xm] est une bijection. On consid~re 
ensuite la fibration 

X m - " X m _  1 - 'K(nmX,  m + 1). 

D'apr6s (1.5) il suflit de montrer  que l 'on a pour d assez grand l'in6galit6 
(stricte): 

#[B(Z/2) a, fXm-1] < # [B(Z/2) a, K(7~mX, m)] 

soit encore: 

#[B(Z/2)  d, fXm -1] < #Hm((z/2)a;  nmX). 

Dans ces in6galit6s le symbole # d6signe le cardinal d 'un ensemble. Or d'apr6s 
(1.6) on a: 
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#[B(Z/2) d, DXm_,] < ~I 
2 < ~ i < m - I  

soit encore: 

#[B(Z/2)  d, K(7~iX, i - 1)], 

#[B(Z/2)  e, DX,,_,] _-< 1-I #Hi- ' ( (Z/2)d;  niX). 
2 < i < _ m - I  

Les groupes Hm((z/2)a; rtm X) et H i- ~((Z/2)a; 7ti X) qui apparaissent ci-dessus 
sont des F2-espaces vectoriels car la cohomologie reduite du groupe (Z/2) d, 
coefficients constants, est annulee par la multiplication par 2. Ils sont de 
dimension finie parce que Xest de type fini en 2 et on est ramene ~t montrer  que 
l 'on a pour tout d assez grand: 

d imFf l  i- 1((Z/2)u; niX) < dimvflm((Z/2)d; n,, X). 
2 < i < _ m - I  

La definition de rentier  m entraine que l 'un des deux groupes 2(nmX) ou 
Z/2 ® rt,, X est non trivial (la notation 2(-) designe le sous-groupe des elements 
d'ordre 2) et on conclut ~ l'aide du lemme suivant: 

LEMME 1.7. Soient r~ un groupe ab~lien et n u n  entier, n >= 1. On suppose 

que les dimensions s u r  F 2 des groupes 2rt et Z/2 ® n sont finies. Alors la fonction: 
d ~ dimFfl"((Z/2)d; ~) admet quand d tend vers 12nfini les ~quivalents 
suivants : 

Si dimF,(:t)  est non nulle: 

d imvf l" (  (Z/2 )d; n) ~" ( dimv~(2n )/n !)d". 

Si diml~,(2n) est nulle (n >= 2): 

dimrfl"((Z/2)a;  rt) ,-, (dimF2(Z/2 @ rt)/(n - 1)!)d" - '  

(cette formule est encore valable si dimF2(Z/2 ® ~) est nulle puisque dans ee cas 
le groupe H"((Z/2)d; n) est trivial). 

Ce lemme quant fi lui est consequence du lemme 1.8 ci-dessous. Soit S"(q) la 
serie de Poincare de H*((Z/2)d; rt): 

S"(q) = ~ dimF,H"((Z/2)a; n)q,.  
n > 0  

LEMM~ 1.8. La sdrie S"(q) est donnde par la formule suivante: 

S"(q) = (a + flq)(1 + q) -'((1 - q ) -d  _ 1) 
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of~ a et fl d~signent respectivement dimv~(:t) et dimv,(Z/2 ® 7t). 

D~MONSTRATION. On consid~re la suite exacte des coetf~cients universels: 

0 ~ Ext(H._ l((Z/2)d; Z), 7t) ~ H" ((Z/2)d; 7t) ~ Hom(H.((Z/2)d; Z), ~t) ~ 0. 

Parce que/J . ((Z/2)a;  Z) est "tue par 2" on des isomorphismes: 

Hom(H~((Z/2)d; Z), 7t) ~ (90 ® Hom(H~((Z/2)d; Z), Z/2), 

Ext(H._ l((Z/2)d; Z), 7E) ------- (Z/2 ® x) ® H . _  l((Z/2)d; Z), 

et on en deduit: 

S (q) = 

Sz(q) designant la serie de Poincare de g,((Z/2)a;  Z). En faisant 7t = Z/2 
darts cette formule on obtient l'expression de Sz(q) a partir de celle de 
SZa(q) : SZ~2(q) ffi (1 - q)-d  _ 1. Le lemme en decoule. 

2. l~monstration de la Proposition 0.2 A l'aide de la Proposition 0.4 

On va, darts la d~monstration pr~c~dente, remplacer le foncteur [B (Z/2)d _] 
par le foncteur [B(Z/2) a, - Ix .  

Soit F ~ E P-- B une fibration d'espaces simplement connexes et de type 
fmi en 2. On peut, essentiellement grace a la Proposition 0.4, substituer 
[B(Z/2) d, -]~ /~ [Y,-]  dans les enonc~s (1.2) a (1.6). On obtient ainsi des 
enonces (1.2 bis) a (1.6 his). La Proposition 0.4 n'est autre que (1.2 his). Elle 
intervient egalement pour (1.5 bis) et (1.6 his). Le reste est formel. On 
observera que les fibrations ~ E  ~ f~B ~ F et ~ F  ~ ~ ~ D.B satisfont bien 
les hypotheses de la Proposition 0.4. 

La d~monstration s'acheve comme au paragraphe 1 si l 'on salt que l'applica- 
tion naturelle: 

[B(Z/2) a, K(n, n)l - -  [B(Z/2) a, K(n, n)lar 

est une bijeetion pour tout groupe abelien ~z tel clue 2n et (Z/2)® ~z sont de 
dimension finie (on s'interdit bien stir d'utiliser ici le Theoreme 0.3!). 

Pour verifier ce point on procede comme suit. On observe tout d'abord 
qu'on peut se ramener au cas o~ ~ est Fun des groupes Z/2, Z, Z/2 h (h >_- 2), 
z /2® (i.e. z[½]/z). 

On observe ensuite que les resultats de [Se] concernant la cohomologie 
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modulo 2 des complexes d'Eilenberg-MacLane peuvent se reformuler comme 

suit. Soit M une A-algebre instable, alors l'ensemble 

Hom~r(H*(K(rr, n); F2), M)  

est naturellement isomorphe ~t: 
M n s in  = Z / 2 ;  

k e r ( S q  I : M n ---, M n+l) si 7t = Z; 
ker(Sq I : M ~ ---, M ~ + l ) ~ ) k e r ( S q  I : M n+t ---, M n+2) si 7t = Z / 2  h (h  > 2); 

k e r ( S q  i : M ~ + 1 ~ M ~ + 2) s in  = Z/2~. 

On en deduit que l'application naturelle: 

[Y, K(Tt, n)] ~ H o m x ( H * ( K ( r t ,  n); F2), H*(Y; F2) ) 

est une bijection des que H.(Y;  Z) est tu6 par 2. 

3. Demonstration du Th6or6me 0.5 

Avant d'attaquer cette demonstration il nous faut rappeler quelques defini- 

tions, notations, et proprietes concemant la categorie des A- modules instables. 

On note q / l a  categorie dont les objets sont les A-modules instables et les 

morphismes les applications A- lineaires de dee, re zero (volt par exemple [LZ]). 

Le foncteur suspension £ : q/--- ~/es t  d6fini par: 

(Y .M)"  = M ~ - ' ,  O ( £ x )  = ,~,(Ox) 

0 d6signant un element de A et Zx l'616ment de £3,/correspondant a un element 
x de M. La notation I:, d6signe le r-6me it6r6 de Y.. 

On dit qu'un element x d 'un A- module instable M est nilpotent s'il existe un 

entier n tel que: 
Sq2"l~lSq 2"-'lxl • • • SqlXlx = 0 

[ x I d6signant le degre de x. Lorsque M est aussi une A-alg6bre instable cette 

definition coincide avec la definition habitueUe ce qui justifie cette terminolo- 

gie. On dit qu'un A-module instable M est nilpotent si tous ses elements sont 

nilpotents. 
On montre dans [LS2] que les A-modules instables nilpotents admettent la 

caract6risation ci=dessous. Soit V un 2-groupe abelien 616mentaire (i.e. un 
groupe isomorphe a (Z/2) d pour un certain d), on pose H * V  = H*(V; F~) -- 

H*(B V; F2). 
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TH]~ORI~ME 3.1. Soit M un A-module instable. Les deux conditions suiv- 

antes sont dquivalentes: 
(i) M est nilpotent; 
(ii) Home(M, H 'V)  = 0 pour tout 2-groupe abdlien dldmentaire V. 

Voici une facon de reformuler cette caract6risation qui peut apparaitre a 

priori un tantinet p6dante mais qui se r6velera utile par la suite. Soit Tv le 

foncteur de ~//dans q/d6fini par la formule d'adjonction: 

Hom~ (M, H*V ® N) ~-- Horn~ (TvM, N). 

Alors un A-module instable M est nilpotent si et seulement si le A-module 

instable TvM est connexe pour tout 2-groupe ab61ien el6mentaire V. 

La d6finition du foncteur Tv est d6taill6e dans [Lal]. On renvoie ~ cette 

ref6rence pour les d6monstrations des propri6t6s de Tv qui seront utilis6es 

ci-dessous (voir aussi lEa2]). 
Rappelons que l'on dit qu'un A-module instable M est connexe si M ° est nul. 

Plus g6n6ralement on dira que M est r- connexe si M" est nul pour n _-< r. Cette 

d6finition s'6tend bien stir aux Fz-espaces vectoriels N-gradu6s. 

Nous sommes maintenant pr&s pour la d6monstration du Th6or~me 0.5 

(que l'on pourra comparer avec celle de la Proposition 2. l(iii) de [Sc]). 

Pour all~ger la notation, la cohomologie modulo 2 d'un espace, qui 6tait 

jusqu'~ pr6sent not6e H*(- ;  F2), sera simplement not6e H*. 

Soit K le noyau de l'application: F2 ®ms H*E---, H*F induite par i*; K est 
une A-alg~bre instable sans unit6. D'apr6s ce qui pr6c~de il nous faut montrer 

que le A-module instable sous-jacent ~ K est nilpotent ou encore que le A- 
module instable TvK est connexe pour tout 2-groupe ab61ien el6mentaire V. 

Pour cela on considere la suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration 
F - - -E  ---B. Cette suite spectrale poss~de les propri~t6s suivantes: 

I1 s'agit d'une suite spectrale "cohomologique du deuxieme quadrant" qui 

sous les hypotheses de (0.5) converge "fortement" vers H*F [Dw]. 

Les "colonnes" E7 s,*, s > 0, 2 _-< r =< oo, sont des A-modules instables et les 

diff6rentielles dr : E7 s'" --" Z ' -  ~E7 ~," sont A- lineaires de degr6 z6ro [Re] [Sin]. 

L'application: F2 @H.s H*E ---, H*F dont on veut 6tudier le noyau s'identifie, 

comme morphisme de A-modules instables, au "edge homomorphism": 
Eo,.-,.H*F. 

On en d6duit que K admet, comme A-module instable, une filtration 

croissante convergente: 0 = K~ c K~ c • • • c Ks c • • • et que l'on a: 

ET', ". 
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I1 suttit alors de montrer que le A-module instable Tv(E~ -s,*) est 

(s - 1)-connexe. En effet on a la chaine d'implications suivante. 

Si le A-module instable Tr(E~-"*) est (s - 1)-connexe, il e n e s t  de m6me 

pour les A-modules instables Tv(E;-S,'), r > 2, et Tr(dsEs~,'), puisque le 

foncteur Tv est exact. Comme Tv commute aux suspensions Tv(K~/K~_ 1) est 

0-connexe. Comme Tv est exact Ks est 0-connexe. Comme Tv commute aux 
limites directes TvK est 0-connexe. 

I1 reste a montrer que Tv(E2 ~,*) est (s - 1)-connexe. C'est une consequence 

du lemme suivant: 

LEMME 3.2. Soient: 
L une A-alg~bre instable augment~e connexe (ce qui signifie que son ideal 
d" augmentation est connexe ); 
M un A-module instable qui est un L-module pour lequel l'application de 
structure L ~ M -* M est A-lin~aire. 

Alors le A-module instable Tv(TorJ'*(F2, M)) est (s - 1)-connexe. 

D~MONSTRATION. Comme Tv"commute aux produits tensoriels" TvL est 

une A-alg~bre instable et TvM est un TvL-module pour lequel l'application de 

structure est A-lin~aire. En utilisant l'exactitude de Tv e t a  nouveau la 

commutation aux produits tensoriels on obtient un isomorphisme: 

Tv(TorJ'*(F2, M)) ~ Tor:7/L*(F2, TvM). 

Le fait que TvL est une A-alg~bre instable implique en particulier que (TvL) ° 
est une alg~bre de Boole et on ach~ve la d~monstration de 3.2 a l'aide du 

lemme suivant: 

LEMME 3.3. Soient L une F2-algdbre N-gradu~e, unitaire, commutative, 
augment~e, non n~cessairement connexe, et M un L-module N-gradu~. On 
suppose que L ° est une alg~bre de Boole. Alors, pour tout entier s, le F2-espace 
vectoriel N-gradu~ Tor~-~'*(F2, M) est (s - 1)-connexe. 

D~MONSTRATION. On v a s e  ramener au cas of~ L e s t  connexe qui est 

classique. Soient e : L  ~ F 2  l'augrnentation de L et L, le produit tensoriel 

F2 ®L o L (F2 et L sont des L°- modules respectivement via e et l'inclusion de L ° 

clans L); L~ est une F2-alg6bre N-gradu6e, unitaire, commutative, augment6e, 

qui maintenant est connex¢. Soit M, le produit tensoriel F2 ®L 0 M ~- L~ ®L M; 
M~ est un/ , , -module  N-gradu6. On conclut grace a l'isomorphisme: 

Tor~-S,*(F2, M) ~ Tor~S'*(F2, Me) 
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(correspondant pour s = 0 a la factorisation de e/~ travers L~). 
On peut se convaincre de cet isomorphisme avec les arguments suivants: 
tout module sur une algebre de Boole de dimension finie est projectif; 
par passage a la limite inductive tout module sur une algebre de Boole est 
plat; 
puisque F2 est un L °- module plat, le foncteur qui associe au L-module M le 
L,-module Ms est exact: L~ est un L-module plat. 

4. Cohomologie modulo 2 des 2-groupes ab~liens ~l~mentaires et 
F-isomorphismes entre A-alg~bres instables 

L'objet de ce dernier paragraphe est de montrer que les ~nonc~s 0.1 et 0.2 
(resp. 0.4 et 0.5) sont ~quivalents. II s'agit en fait de montrer les lemmes 
suivants: 

LEMME 4.1. Soit M une A-alg~bre instable, les deux conditions suivantes 
sont ~quivalentes: 

(i) M est nilpotente (M ° est engendr~ par l'unit~ et tout ~l~ment de degr~ 
strictement positif est nilpotent ); 

(ii) l'ensemble Hom~(M, H'V)  est trivial pour tout 2-groupe ab~lien ~l~- 
mentaire V. 

L~.MM~. 4.2. Soit K ~ L ~ M une suite de A-alg~bres instables. On sup- 
pose que K est augmentt~e et que la composition g o f e s t  ~gale ~ ~l oe, rl 
d~signant l'unit~ de M e t  e l'augmentation de K. Alors les deux conditions 
suivantes sont ~quit~lentes: 

(i) le noyau de l'application: 

F 2 ~ L ~ M  
K 

induite par g, est constitu~ d'~l~ments nilpotents (Lest un K-module via f et F2 
via 8); 

(ii) la suite d" ensembles: 

Hom~(M, H'V)  ~ Hom~(L,  H'V) ~ Hom~(K, H'V) 

est exacte pour tout 2-groupe ab~lien ~l~mentaire V. 

I1 s'agit clans les deux cas d'une consequence de la caract~risation des 
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F-isomorphismes (au sens de Quillen [Qui], voir ci-dessous) donn6e dans 

[LS2] [Lal]: 

TH~OR~ME 4.3. Soit p : M ~ M '  un morphisme de A-algdbres instables, 

alors les deux conditions suivantes sont ~quivalentes: 

(i) /e morphisme de F2-algdbres commutatives sous-jacent ~ p e s t  un F- 

isomorphisme; 

(ii) p induit une bijection: Homx(M' ,  H * V ) ~  Hom~c(M, H ' V )  pour tout 

2-groupe ab~lien dldmentaire V. 

Rappelons que p est un F-isomorphisme de F2-alg~bres commutatives si: 

(a) le noyau de pest  constitu6 d'616ments nilpotents; 

(b) pour tout 616ment x de M'  il existe un entier n tel que x 2' est dans l'image 

de p. 
Rappelons 6galement que le Th6or~me 4.3 est une cons6quence de la 

caract6risation des A- modules instables nilpotents donn6e en 3.1 et du th60r- 

~me de "lin6arisation" A.2.2 de [LZ]. 

D~MONSTRATION DU LEMME 4.1. La condition (i) signifie que l'unit6: 

F2--" M est un F-isomorphisme et on applique 4.3. 

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2. Posons Q = F2@KL et I =g(L) .  L'en- 

semble Hom~c(Q,H*V) s'identifie au noyau de f*:Hom~r(L,H*V)---"  

Homx (K, H'V);  d'autre part, puisque H*V est injective dans la cat6gorie 

[LZ], l'ensemble Hom~c (I, H 'V)  s'identifie ~ l'image de g*: 

Homer (M, H 'V)  ~ Hom~ (L, H'V).  

La condition (ii) signifie donc que l'application: H o m ~ ( I , H * V ) ~  
Hom~c(Q, H 'V)  induite par g est une bijection. Comme la condition (i) 
signifie que rapplication: Q ~ I induite par g est un F- isomorphisme, on peut 

encore appliquer 4.3. 
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