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ABSTRACT
The main object of this note is to prove the following generalisation of a
theorem of Serre. A simply connected space of finite type whose mod. 2
cohomology is nilpotent (and non-trivial) has infinitely many homotopy
groups which are not of odd torsion. Incidentally we show that for every
fibration F > E 5 B, satisfying certain mild conditions, the following holds.
If a class x in the mod. 2 cohomology of E belongs to the kernel of i*, then

some power of x belongs to the ideal generated by the image under p* of the
mod. 2 reduced cohomology of B.

0. Introduction
En 1953 J.-P. Serre a démontré le théoréme suivant:

THEOREME [Se]. Soit X un espace simplement connexe dont la cohomolo-
gie modulo 2 est de dimension finie en chaque degré (nous dirons, pour abréger,
que X est de type fini en 2). On suppose:

(a) la cohomologie H*(X; F,) est non triviale;

(b) les groupes H"(X; F,) sont nuls pour tout n assez grand.

Alors, pour une infinité d’entiers n, la multiplication par 2 du groupe =, X dans
lui-méme n’est pas un isomorphisme.

Il conjecturait alors que I’on pouvait dans I’énoncé précédent remplacer
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isomorphisme par monomorphisme (en d’autres termes: pour une infinité
d’entiers n, le groupe 7, X contient un élément non trivial d’ordre 2!).

Cette conjecture a été démontrée en 1983 par C. McGibbon et J. Neisen-
dorfer [GN] en utilisant le théoréme de H. R. Miller suivant:

THEOREME [Mi]. L’espace des applications pointées, du classifiant BZ/2
du groupe Z/2, dans un CW-complexe de dimension finie, est faiblement
contractile.

Les auteurs ont donné en 1985 une autre preuve de la conjecture de Serre,
indépendante du théoréme de Miller, en montrant que la cohomologie modulo
2 de certains espaces est localement finie comme module sur I’algébre de
Steenrod. Soit 4 ’algébre de Steenrod modulo 2, rappelons qu’un A-module M
est dit localement fini si, pour tout x dans M, le sous-4-module 4x engendré
par x est fini. La conjecture de Serre peut étre vue comme un corollaire du
théoréme suivant:

THEOREME [LS1]. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2.
On suppose:

(@) la cohomologie H*(X; F,) est non triviale;

(b) le A-module H*(X; F,) est localement fini.

Alors, pour une infinité d’entiers n, le groupe n,X contient un élément non
trivial d’ordre 2.

Dans cette note on s’intéresse 4 une autre généralisation du théoréme de
Serre:

THEOREME 0.1. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2. On
suppose:
(@) la cohomologie H*(X; F,) est non triviale;
(b) la cohomologie H*(X; F,) est nilpotente (tout élément de H*(X; F,) est
nilpotent).
Alors, pour une infinité d’entiers n, la multiplication par 2 du groupe n, X dans
lui-méme n’est pas un isomorphisme.

Remarquons qu’un tel espace ne vérifie pas en général la conjecture de Serre
comme le montre I’exemple du groupe spécial unitaire infini.

On notera qu’on ne demande pas, dans la condition (b) ci-dessus, que
H*(X; F,) soit “uniformément” nilpotente, c’est 4 dire qu’il existe un entier n
tel que x” soit nul pour tout x dans H*(X; F,).
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Le théoréme 0.1 est  comparer au suivant, obtenu en 1987 par S. Halperin,
Y. Félix, J-M. Lemaire, et J.-C. Thomas:

THEorREME [HFLT). Soit X un espace simplement connexe de type fini en
2. On suppose:

(a) la cohomologie H*(X; F,) est non triviale:

(b) X est un n-cdne (cette notion se définit par récurrence: un 0-céne est
contractile et un n-cone est la cofibre d’une application dans un (n — 1)-
cone).

Alors X n’admet pas de “décomposition de Postnikov généralisée en 2” qui soit

finie.

La démonstration du Théoréme 0.1 (comme celle que nous avions donnée
de la conjecture de Serre) utilise les opérations de Steenrod qui n’apparaissent
pas dans [HFLT].

On note " la catégorie des A-algébres instables (voir par exemple [LZ], la
cohomologie modulo 2 d’un espace X est le type méme d’un objet de ). Soit d
un entier, on note comme d’habitude H*((Z/2)¢; F,) la cohomologie modulo
2 du groupe (Z/2)%; H*((Z/2)%; F,) = H*(B(Z/2)?; F,) est un objet de ). La
notation Hom,(H*(X; F,), H*((Z/2)¢; F,)) désigne donc I’ensemble des appli-
cations de H*(X; F,) dans H*((Z/2)¢; F,), linéaires de degré zéro, compatibles
avec produit, unité, et opérations de Steenrod. Puisque H*((Z/2)%; F,) ne
contient pas d’éléments nilpotents non triviaux la condition (b) du Théoréme
0.1 implique la suivante:

(c) I'ensemble Hom,(H*(X; F,), H*((Z/2)%; F,)) est trivial pour tout d.
Aussi le Théoréme 0.1 est-il conséquence de la proposition suivante:

ProPOSITION 0.2. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2.
On suppose:
(@) la cohomologie H*(X; F,) est non triviale;
(b) la multiplication par 2 du groupe n,X dans lui-méme est un isomor-
phisme dés que n est assez grand.
Alors I'ensemble Hom, (H*(X; F,), H*((Z/2)*; F,)) est non trivial dés que d est
assez grand.

Signalons que la condition (b) du Théoréme 0.1 et la condition (c) ci-dessus
sont en fait équivalentes et qu’il en est donc de méme pour les énoncés 0.1 et
0.2.

On donne deux démonstrations de la proposition (.2.
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La premiére dépend du théoréme suivant:

THEOREME 0.3 [Lal]. Soit X un espace simplement connexe de type fini en
2. L’application naturelle:

[B(Z/2)%, X]— Homy (H*(X; F), H*(Z/2); Fy),

[B(Z/2)?, X] désignant I'ensemble des classes d’homotopie d’applications de
B(Z/2)¢ dans X, est une bijection.

Lequel montre que la condition (c) est encore équivalente a la suivante:
(c bis) 'ensemble [B(Z/2)%, X] est trivial pour tout d.

Soit X un espace vérifiant les hypothéses de la Proposition 0.2, on est donc
ramené a prouver que ’ensemble [B(Z/2)¢, X] est non trivial dés que d est
assez grand. Voici briévement comment I’on procéde. Soient m le plus grand
entier tel que la multiplication par 2 du groupe 7#,, X dans lui-méme n’est pas
un isomorphisme et X,, le m-éme espace de la tour de Postnikov de X, on
montre que la taille du “noyau” de ’application:

[B(Z/2)%, K(m,, X, m)]—[B(Z/2)°, X,,] = [B(Z/2)*, X]

devient négligeable devant cellé de [B(Z/2)?, K(n,, X, m)] quand d tend vers
Iinfini. Le lecteur familier avec [Se] constatera que notre méthode est en fait
assez voisine de celle de Serre.

La deuxiéme démonstration que ’on propose est une variante de la pre-
miére. Elle consiste & montrer, sans avoir recours au Théoréme 0.3, que le
foncteur: X — Hom, (H*(X; F,), H*((Z/2)?%; F,)) transforme, sous certaines
hypothéses, fibrations d’espaces en suites exactes d’ensembles. Pour alléger la
notation on pose

Hom, (H*(X; Fy), H*(Z/2)*; F,)) = [B(Z/2)*, X]x .

ProposiTioN 0.4. Soit F > E % Bune fibration d’espaces (B est donc un
espace pointé). On suppose que B est connexe et que l'action de mB sur
H (F;F)) est nilpotente; on suppose en outre que les espaces F, E, et B sont de
type fini en 2. Alors la suite d’ensembles:

(B2, Fly —— [BZ/2Y, Ely —— [B@Z/2)", Bls

est exacte (le noyau de p,,, c’est a dire I'image réciproque par p, du point base de
[B(Z/2)°, B, est égale a I'image de i,,).
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On peut alors dans la démonstration précédente remplacer le foncteur
[B(Z/2)¢, -] par le foncteur [B(Z/2)?, -] .

La Proposition 0.4 quant a elle est conséquence de l'injectivité de
H*((Z/2)%; F,) dans la catégorie " (voir [LZ]) et du théoréme suivant:

THEOREME 0.5. Soit F > E & B une Sfibration vérifiant les hypothéses
précédentes. Alors le noyau de 'application:

F, ® H*E;F,)—H*F;F)

HYB;F)}

induite par i*, est constitué d'éléments nilpotents (H*(E;F,) est un
H*(B; F,)-module via p* et F, via I'augmentation de H*(B; F,)).

La démonstration de ce théoréme consiste en une analyse “aux nilpotents
prés” de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore de la fibration F LEL B,
analogue a celle effectuée dans [Sc] pour la fibration QX — x— X,

Signalons 1a encore que I'on montre que les énoncés 0.4 et 0.5 sont
équivalents.

Cette note a été préparée alors que le second auteur séjournait a I'Université
de Chicago et & ’'Université Northwestern. Il tient & remercier ici ces deux
institutions pour leur soutien, pour leur accueil amical et leur atmosphére
stimulante.

1. Démonstration de la Proposition 0.2 a I’aide du Théoréme 0.3

Compte tenu du Théoréme 0.3, la Proposition 0.2 est équivalente 3 la
suivante:

ProPOSITION 1.1. Soit X un espace simplement connexe de type fini en 2.
On suppose:
(a) la cohomologie H*(X: F,) est non triviale;
(b) la multiplication par 2 du groupe n, X dans lui-méme est un isomor-
phisme dés que n est assez grand.
Alors l'ensemble [B(Z/2)°, X] est non trivial dés que d est assez grand.

Avant de démontrer cette proposition commencons par rappeler quelques
rudiments de la théorie des fibrations.

Soit p : E — B une fibration. On suppose que B est pointé, on note F la fibre
de p au-dessus du point base de B et i : F — E I'inclusion de F dans E; on dit
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aussi que la suite d’espaces F — F — B est une fibration. On a alors, pour tout
espace Y, les propriétés suivantes.

[ D
(1.2) La suite d’ensembles [Y, F] — [Y, E] — [Y, B] est exacte.

Répetons que ceci signifie que le noyau de p,,, c’est a dire I'image réciproque
par p, du point base de [Y, B], est égale a I'image de i,.

(1.3) Le groupe [Y, QB] agit sur 'ensemble [Y, F].

(1.4) Si I’'on choisit un point base dans F, I'application de [Y, QB] dans
[Y, F), donnée par I’action de [Y, QB] sur le point base correspondant de
[Y, F], est induite par une application pointée a: QB — F.

(1.5) La suite QF 2 OB % F est une “fibration a homotopie prés” et
d’aprés (1.2), (1.3), et (1.4) “I’ensemble homogéne” [Y, QBV/[Y, QE] s’injecte
dans [Y, F].

(1.6) La suite QF % QF 2 QB est une fibration. Dans ce cas d’aprés (1.2)
Qp,

la suite de groupes [Y, QF] % [Y,QE] — [Y, B] est exacte (dans le sens
habituel).

Venons-en maintenant 4 la démonstration de 1.1. Soient, X satisfaisant aux
hypothéses de la proposition, m le plus grand entier tel que la multiplication
par 2 du groupe 7, X dans lui-méme ne soit pas un isomorphisme, et X,, le
m-éme espace de la tour de Postnikov de X. On remarque tout d’abord que
Papplication: [B(Z/2)¢, X]—[B(Z/2)?, X,,] est une bijection. On considére
ensuite la fibration

/Ym_> m—l—’K(nmXa m + 1)

Draprés (1.5) il suffit de montrer que I'on a pour 4 assez grand I'inégalité
(stricte):

#[B(Z/2)¢, QX,,_1]1 < #[B(Z/2)?, K(n,, X, m)]
soit encore:
#[B(Z/2)¢, QX,,_ |1 < #H™(Z/2)%; n,, X).

Dans ces inégalités le symbole # désigne le cardinal d’un ensemble. Or d’aprés
(1.6) on a:
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#[B(Z/12), QX,,-1= [l #[BZ/2), K(mX,i—1)],

2gigsm-1
soit encore:

#[B(Z/2)4,QX,,_ 1= I #H (Z/2)% n, X).
25iz=m—i

Les groupes H™((Z/2)%; n,, X) et H'~((Z/2)%; n; X) qui apparaissent ci-dessus
sont des F,-espaces vectoriels car la cohomologie réduite du groupe (Z/2)¢, a
coefficients constants, est annulée par la multiplication par 2. Ils sont de
dimension finie parce que X est de type fini en 2 et on est ramené 4 montrer que
I’on a pour tout d assez grand:

Y dimgH TN((Z/2)¢; 7 X) < dimg H™((Z/2)*; 7, X).

2=5igEm—1

La définition de I’entier m entraine que I'un des deux groupes (7, X) ou

Z/2® m,, X est non trivial (1a notation ,(-) désigne le sous-groupe des éléments
d’ordre 2) et on conclut a I'aide du lemme suivant:

LEMME 1.7. Soient n un groupe abélien et n un entier, n = 1. On suppose
que les dimensions sur F, des groupes ,n et /2 @ n sont finies . Alors la fonction:
d v dimgH"((Z/2)%; ) admet quand d tend vers linfini les équivalents
suivants:

Si dimg, (,m) est non nulle:

dimg H"((Z/2)%; ) ~ (dimg,(;n)/n)d".
Si dimg ;1) est nulle (n = 2):
dimg H"((Z/2)%; ) ~ (dimg,(Z/2 Q@ )/(n — 1))d" !

(cette formule est encore valable si dimg(Z/2 ® n) est nulle puisque dans ce cas
le groupe H"((Z/2)%; ) est trivial).

Ce lemme quant a lui est conséquence du lemme 1.8 ci-dessous. Soit S*(g) la
série de Poincaré de H*((Z/2)%; n):

S*"(q)= Y dimgH"((Z/2)%; m)q".

n>0
LEMME 1.8. La série S™(q) est donnée par la formule suivante:

SM@)=(@+p)1+9)"((1~-g9)~*—1)
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ou a et f désignent respectivement dimg(,7) et dimg(Z/2 @ w).
DEMONSTRATION. On considére la suite exacte des coefficients universels:
0—Ext(H,_,((Z/2)%; Z), )~ H"((Z/2)¢; n) ~ Hom(H,((Z/2)¢; Z), =) — 0.
Parce que H +((Z/2)4; Z) est “tué par 2” on des isomorphismes:
Hom(H,((Z/2)%; Z), n) = (;n) ® Hom(H,((Z/2)¢; Z), Z/2),
Ext(H,_,((Z/2)%,Z), n) =(Z/2Q@ n)® H,_,(Z/2)%; Z),
et on en déduit:

$*(q) = (a + B9)S2(9),

Sz(q) désignant la série de Poincaré de H,((Z/2)%; Z). En faisant n = Z/2
dans cette formule on obtient 1’expression de Sz(g) & partir de celle de
S (q): S¥(q)=(1 — q) "% — 1. Le lemme en découle.

2. Démonstration de la Proposition 0.2 a I’aide de la Proposition 0.4

On va, dans la démonstration précédente, remplacer le foncteur [B(Z/2)?, -]
par le foncteur [B(Z/2)¢, -1x .

Soit F > E 2 B une fibration d’espaces simplement connexes et de type
fini en 2. On peut, essenticllement grice i la Proposition 0.4, substituer
[B(Z/2)%, -1« & [Y, -] dans les énoncés (1.2) a (1.6). On obtient ainsi des
énoncés (1.2 bis) a (1.6 bis). La Proposition 0.4 n’est autre que (1.2 bis). Elle
intervient également pour (1.5 bis) et (1.6 bis). Le reste est formel. On
observera que les fibrations QE — QB — F et QF — QF — QB satisfont bien
les hypothéses de la Proposition 0.4.

La démonstration s’achéve comme au paragraphe 1 sil’on sait que I’applica-
tion naturelle:

[B(Z/2)?, K(m, m)] = [B(Z/2)*, K(m, n)]

est une bijection pour tout groupe abélien 7 tel que ,7 et (Z/2)® 7 sont de
dimension finie (on s’interdit bien siir d’utiliser ici le Théoréme 0.3!).

Pour vérifier ce point on procéde comme suit. On observe tout d’abord
qu’on peut se ramener au cas ol 7 est 'un des groupes Z/2, Z, Z/2* (h = 2),
Z/2> (i.e. Z}V/Z).

On observe ensuite que les résultats de [Se] concernant la cohomologie
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modulo 2 des complexes d’Eilenberg—-MacLane peuvent se reformuler comme
suit. Soit M une A-algébre instable, alors I'ensemble

Hom, (H*(K(z, n); F,), M)

est naturellement isomorphe a:
Mrsin=17Z/2;
ker(Sqg' : M"—M"*Y)sin=12Z,
ker(Sqg': M" = M"*)@ker(Sq' : M"*' = M"*?)sin =Z/2% (h = 2),
ker(Sq' : M" ' = M"Y sim = Z/2”,
On en déduit que application naturelle:

[Y, K(x, n)] —~ Hom, (H*(K(n, n); ,), H*(Y; F3))

est une bijection dés que H «(Y; Z) est tué par 2.

3. Démonstration du Théoréme 0.5

Avant d’attaquer cette démonstration il nous faut rappeler quelques défini-
tions, notations, et propriétés concernant la catégorie des 4-modules instables.
On note % la catégorie dont les objets sont les A-modules instables et les
morphismes les applications A-linéaires de degré zéro (voir par exemple [LZ]).
Le foncteur suspension X : % — % est défini par:

EM)"=M""1,  6(x)=Z(bx)

6 désignant un élément de A et Lx1’élément de ZM correspondant 4 un élément
x de M. La notation X' désigne le r-éme itéré de .
On dit qu’un élément x d’un 4-module instable M est nilpotent s’il existe un
entier » tel que:
Sq¥1*I1Sq 'I*1. . .Sq*!x =0

| x| désignant le degré de x. Lorsque M est aussi une A-algébre instable cette
définition coincide avec la définition habituelle ce qui justifie cette terminolo-
gie. On dit qu’un 4-module instable M est nilpotent si tous ses éléments sont
nilpotents.

On montre dans [LS2] que les 4A-modules instables nilpotents admettent la
caractérisation ci-dessous. Soit ¥ un 2-groupe abélien élémentaire (i.e. un
groupe isomorphe a (Z/2)¢ pour un certain d), on pose H*V = H*(V;F,) =
H*(BV;F,).
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THEOREME 3.1. Soit M un A-module instable. Les deux conditions suir-
antes sont équivalentes:

(i) M est nilpotent;

(ii) Homg (M, H*V) = 0 pour tout 2-groupe abélien élémentaire V.

Voici une facon de reformuler cette caractérisation qui peut apparaitre a
priori un tantinet pédante mais qui se révélera utile par la suite. Soit 7 le
foncteur de % dans % défini par la formule d’adjonction:

Hom,, (M, H*V ® N) = Hom, (T, M, N).

Alors un 4-module instable M est nilpotent si et seulement si le A-module
instable 7, M est connexe pour tout 2-groupe abélien élémentaire V.

La définition du foncteur T est détaillée dans [Lal]. On renvoie & cette
référence pour les démonstrations des propriétés de 7, qui seront utilisées
ci-dessous (voir aussi [La2]).

Rappelons que I’on dit qu’un 4-module instable M est connexe si M est nul.
Plus généralement on dira que M est r-connexe si M" est nul pour n < r. Cette
définition s’étend bien sir aux F,-espaces vectoriels N-gradués.

Nous sommes maintenant préts pour la démonstration du Théoréme 0.5
(que 'on pourra comparer avec celle de la Proposition 2.1(ii1) de [Sc]).

Pour alléger la notation, la cohomologie modulo 2 d’un espace, qui était
jusqu’a présent notée H*(-; F,), sera simplement notée H*.

Soit K le noyau de I'application: F, ®y.; H*E —~ H*F induite par i*; K est
une A-algebre instable sans unité. D’aprés ce qui précéde il nous faut montrer
que le A-module instable sous-jacent 4 K est nilpotent ou encore que le A4-
module instable T, K est connexe pour tout 2-groupe abélien élémentaire V.

Pour cela on considére la suite spectrale d’Eilenberg-Moore de la fibration
F — E — B. Cette suite spectrale posséde les propriétés suivantes:

11 s’agit d’une suite spectrale “cohomologique du deuxiéme quadrant” qui

sous les hypothéses de (0.5) converge “fortement” vers H*F [Dw].

Les “colonnes” E**, s 20, 2 = r = w0, sont des A-modules instables et les

différentielles d, : E;5* — X' ~'E,;~>*sont A-linéaires de degré zéro [Re] [Sm].

L’application: F, ®y.; H*E — H*F dont on veut étudier le noyau s’identifie,

comme morphisme de A-modules instables, au “edge homomorphism”:

EY*— H*F.

On en déduit que K admet, comme A-module instable, une filtration
croissante convergente: 0=K, C K, C --- CK,C --- et que I'on a:

2K K, =d,E 5",
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11 suffit alors de montrer que le A-module instable T,(E;**) est
(s — 1)-connexe. En effet on a la chaine d’implications suivante.

Si le A-module instable T (E; **) est (s — 1)-connexe, il en est de méme
pour les A-modules instables T, (E**), r =2, et T,(d,E,**), puisque le
foncteur T est exact. Comme 7, commute aux suspensions 7,(K,/K,_,) est
0-connexe. Comme T, est exact K, est O-connexe. Comme 7, commute aux
limites directes T K est 0-connexe.

Il reste &4 montrer que T (E; **) est (s — 1)-connexe. C’est une conséquence
du lemme suivant:

LeEMME 3.2. Soient:
L une A-algebre instable augmentée connexe (ce qui signifie que son idéal
d’augmentation est connexe),
M un A-module instable qui est un L-module pour lequel I'application de
structure L @ M — M est A-linéaire.

Alors le A-module instable T, (Torg **(F,, M)) est (s — 1)-connexe.

DEMONSTRATION. Comme T “commute aux produits tensoriels” T} L est
une 4-algébre instable et 7, M est un 7, L-module pour lequel I’application de
structure est A-linéaire. En utilisant I’exactitude de 7, et & nouveau la
commutation aux produits tensoriels on obtient un isomorphisme:

Ty(Tory **(F,, M)) = Torzr,i"(F,, Ty M).

Le fait que T, L est une A-algébre instable implique en particulier que (7, L)°
est une algébre de Boole et on achéve la démonstration de 3.2 4 I'aide du
lemme suivant:

LeMME 3.3. Soient L une Fy-algébre N-graduée, unitaire, commutative,
augmentée, non nécessairement connexe, et M un L-module N-gradué. On
suppose que L° est une algébre de Boole. Alors, pour tout entier s, le F,-espace
vectoriel N-gradué Tory **(F,, M) est (s — 1)-connexe.

DEMONSTRATION. On va se ramener au cas ou L est connexe qui est
classique. Soient &: L —F, 'augmentation de L et L, le produit tensoriel
F,®,0 L (F, et L sont des L°-modules respectivement via ¢ et I'inclusion de L°
dans L); L, est une F,-algébre N-graduée, unitaire, commutative, augmentée,
qui maintenant est connexe. Soit M, le produit tensoriel F,@p M =L, ®, M;
M, est un L,-module N-gradué. On conclut grace a I'isomorphisme:

Tor; **(Fy, M) = Tor**(Fy, M,)
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(correspondant pour s = ( a la factorisation de ¢ a travers L,).
On peut se convaincre de cet isomorphisme avec les arguments suivants:
tout module sur une algébre de Boole de dimension finie est projectif;
par passage 2 la limite inductive tout module sur une algébre de Boole est
plat;
puisque F, est un L% module plat, le foncteur qui associe au L-module M le
L,-module M, est exact: L, est un L-module plat.

4. Cohomologie modulo 2 des 2-groupes abéliens élémentaires et
F-isomorphismes entre A -algébres instables

L’objet de ce dernier paragraphe est de montrer que les énoncés 0.1 et 0.2
(resp. 0.4 et 0.5) sont équivalents. Il s’agit en fait de montrer les lemmes
suivants:

LEMME 4.1. Soit M une A-algebre instable, les deux conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) M est nilpotente (M° est engendré par l'unité et tout élément de degré
strictement positif est nilpotent);,

(ii) l'ensemble Hom, (M, H*V) est trivial pour tout 2-groupe abélien élé-
mentaire V.,

LemME 4.2. Soit K LAy une suite de A-algeébres instables. On sup-
pose que K est augmentée et que la composition go f est égale & noe, n
désignant l'unité de M et ¢ 'augmentation de K. Alors les deux conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) le noyau de I'application:

F,Q® LM
K
induite par g, est constitué d’éléments nilpotents (L est un K-module via fet F,

via g);
(ii) la suite d’ensembles:

Hom, (M, H*V) & Hom, (L, H*V) & Hom, (K, H*V)
est exacte pour tout 2-groupe abélien élémentaire V.

Il s’agit dans les deux cas d’'une conséquence de la caractérisation des
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F-isomorphismes (au sens de Quillen [Qui], voir ci-dessous) donnée dans
[LS2] [Lal]:

THEOREME 4.3. Soit p: M — M’ un morphisme de A-algébres instables,
alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(i) le morphisme de F,-algébres commutatives sous-jacent a p est un F-
isomorphisme;

(i) p induit une bijection: Hom, (M’, H*V)— Hom, (M, H*V) pour tout
2-groupe abélien élémentaire V.

Rappelons que p est un F-isomorphisme de F,-algébres commutatives si:
(a) le noyau de p est constitué d’éléments nilpotents;
(b) pour tout élément x de M il existe un entier # tel que x" est dans I'image
de p.
Rappelons également que le Théoréme 4.3 est une conséquence de la
caractérisation des 4-modules instables nilpotents donnée en 3.1 et du théor-
éme de “linéarisation” A.2.2 de [LZ].

DEMONSTRATION DU LEMME 4.1. La condition (i) signifie que l'unité:
F,— M est un F-isomorphisme et on applique 4.3.

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2, Posons Q =F,&Q¢ L et I = g(L). L’en-
semble Hom, (Q, H*V) s’identifie au noyau de f*:Hom, (L, H*V)—
Hom, (K, H*V);, d’autre part, puisque H*V est injective dans la catégorie o
[LZ], ’ensemble Hom, (I, H*V) s’identifie a I'image de g*:

Hom, (M, H*V)— Homy (L, H*V).

La condition (ii) signifie donc que I’application: Hom, (I, H*V)—
Hom, (Q, H*V) induite par g est une bijection. Comme la condition (i)
signifie que ’application: Q — I induite par g est un F-isomorphisme, on peut
encore appliquer 4.3.
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